第 13 卷 第 1 期 . M 学 d 展 Vol. 13, No. 1 


1984 年 1 H ADVANCES IN MATHEMATICS Jan., 1984 


选择 公理 与 连续 统 假设 
Kd 


《中 国 科学 院 数 学 研究 所 ) 


$1. 5| È 


选择 公理 (AC) 令 * 为 由 互 不 相交 之 非 空 集 * 所 成 之 集 , 则 必 存 在 集 cU rets e 
与 每 个 x 有 且 仅 有 一 个 共同 元 . 

称 上 述 之 Hs 之 "选择 集 ". 当 * 仅 由 一 个 非 空 集 * 构成 时 ， 由 zx 为 非 空 之 定义 六 
RL AC 成立; 从 而 当 s 为 有 限 集 时 AC 亦 成 立 ， 但 当 s 为 无 限 集 时 ， 既 无 法 在 有 限时 间 
内 从 每 个 * 中 任 选 一 元 来 构成 <， 又 没有 一 种 规则 能 对 每 个 * 都 唯一 地 确定 出 一 个 元 
(尽管 不 能 逐一 选 遍 全 体 res) 来 构成 <， 此 时 < 之 存在 性 是 有 和 争议 的 . 诸如 H. Poin- 
caré, L. E. J. Brouwer 及 H. Weyl 这 些 数学 家 都 曾 怀疑 过 AC. 值得 注意 的 是 ， 当 : 
为 无 限 集 时 ,每 个 集 * 皆 为 有 限 的 条 件 对 保证 选择 集 < 之 存在 既 不 必要 亦 不 充分 ;例如 当 
每 个 z By RRM Teh se 中 取 其 最 小 元 (这 是 一 种 确定 的 规则 ) 来 构成 c; 而 当 每 
个 x 缘 为 有 限 集 时 ,rc 之 存在 与 否 需 视 具体 情况 而 定 。 按 B. Russell 的 有 趣 的 例子 来 解 
释 这 一 点 : 当 无 限 集 * 之 每 个 元 x 和 皆 为 一 双 鞋 所 成 之 二 元 集 时 ， 可 于 每 个 * 中 取出 左 肢 
穿 的 鞋 来 构成 c; 但 当 每 个 * 尼 为 一 双 袜 所 成 之 二 元 集 时 ， 就 没有 一 种 规则 保证 e 之 存 
在 , 因 袜 子 不 分 左右 ! | 

G. Cantor 早 就 在 无 意 中 用 AC 证 有 明 间 题 了 . G. Peano 在 1890 年 发 表 的 一 篇 解 常 
微分 方程 组 的 文章 (L521210) 中 明显 地 暗示 了 AC， 但 对 其 持 拒绝 的 态度 , 他 设法 在 该 具 
体 情 况 下 证 出 选择 集 < 之 存在 。 在 J. van Heijenoort [27] 139 和 A. A. Fraenkel et al. 
[19157 中 都 担 到 B. Levi 在 1902 年 的 文 [41] 中 首次 提 到 并 使 用 了 AC. 但 B. Moss 在 
文 [501 中 指出 这 是 对 Levi 文章 之 内 容 和 着 重点 的 误解 , 因为 就 文 意 看 来 Levi 并 不 相信 
AC. E. Zermelo 于 1904 年 的 文 [86] 中 明确 提出 了 AC， 并 用 它 给 出 了 良 序 定理 的 第 一 
个 证 明 , 它 又 于 1908 年 的 文 [87] 中 用 AC 给 出 第 二 个 证 明 . 文中 声明 他 是 根据 E. Sch- 
mid 的 提示 提出 AC 的 ,其 形式 与 现今 所 谓 的 “一 般 选 择 原理 接近. 即 不 假设 s 之 元 互 
不 相交 ,而 断言 存在 定义 于 上 之 “选择 函数 ”fF 使 f(x) € x《x€s)，B、Russell 于 1906 年 
在 文 [62] 47—52 中 对 互 不 相交 之 元 * 给 出 AC 的 Descartes 乘积 形式 (他 所 谓 的 “乘法 公 
理 ”) 以 及 本 节 一 开头 给 出 的 那 种 (关于 * 的 选择 集 “ 的 ) EA. E. Zermelo 于 1908 年 的 
文 [87]110 Æ [881266,273ff 中 用 集 论 的 其 它 公 理论 证 了 这 几 种 不 同形 式 的 AC 之 等 价 
性 ,而 容易 引起 误解 的 “选择 ”一 词 就 是 在 文 [88]266 中 最 先 提出 的 . 


* 1981461 H 26 BiB. 1981 年 10 月 28 日 收 到 您 改 稿 . 
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BR Euclid 的 平行 公设 外 ,数学 中 未 见 有 其 它 公 理 能 象 AC 这 样 引 起 数学 界 这 么 大 的 
兴趣 和 有 关 其 数学 基础 的 如 此 众多 的 研讨 .问题 在 于 其 非 构造 特性 .直到 十 九 世 纪 ， 数 
学 中 的 “存在 ”一 词 还 是 ”可 构成 ”的 同义词 。 G. Cantor 关于 超 限 数 存在 的 证 明 曾 遭 到 当 
时 一 些 著名 数学 家 的 反对 与 怀疑 . 当时 有 位 H. Hermes 教授 曾 花 费 了 十 年 时 间 去 作 一 
个 正 65,537 边 形 , 其 实 比 他 早 一 个 世纪 就 已 由 C. F. Gauss 证 明 其 存在 了 ! 但 因 该 证 明 
是 非 构造 性 的 ，Hermes 就 不 相信 它 . 

是 否 一 定 要 用 ACE? 在 有 限 数学 中 实际 上 可 以 不 用 , 因 当 5 为 有 限 集 时 ,选择 集 ce 
之 存在 并 无 疑问 . 但 在 研究 抽象 无 限 结 构 的 近代 数学 如 点 集 拓 朴 \ 代 数 \ 调度 论 及 泛 函 分 
析 等 领域 中 ，AC 是 必 不 可 少 的 .更 不 用 说 AC 在 集 论 本 身 中 的 重要 地 位 了 . 

有 两 个 较 AC 弱 的 选择 原理 稼 被 用 到 ,它们 是 : 

AC。( 可 数 选 择 公理 ) 由 可 数 个 非 空 集 所 成 之 集 * 有 选择 函数 . 

DC 〈 相 关 选 择 原理 ) 若 2 为 非 空 集 5 上 之 二 元 关系 , 且 Vre s3y€s,xpy; W YEs 
Ax, [2 € ww TCTs, xopxis XipXas *"* » Laplas °°? 

已 证 AC —> DC — AC, (P. Bernays 1942, [4] III), DC 一 和 >AC(S. Feferman 196409), 
AC, —“>DC (R. B. Jensen 196609), 

关于 AC 及 其 历史 进展 的 概要 可 参看 谢 邦 杰 1979 —35, 


$2. 与 AC 等 价 的 某 些 命题 


CD E * 为 非 空 集 * 所 成 之 集 , 则 必 存 在 定义 于 $ 上 之 选择 函数 f. Vres, f(x) Ex 
(E. Zermelo 19044), 

(2) Bs 为 互 不 相交 之 非 空 集 * 所 成 之 集 , 则 必 存 在 couse, e 5GA r ARNA 
有 一 个 共同 元 (B. Russell 1906162. 

(3) E * 为 非 空 集 z 所 成 之 集 , 则 Descartes FA X rer 尖 0192, 

(4) SPR Sa RA CE. Zermelo 190489), 

命题 (4) 是 G. Cantor 在 1883 年 提出 的 猜想 。D. Hilbert 在 1900 年 于 Paris 举行 的 
第 二 届 国 际 数学 家 大 会 (ICM) 上 说 明 他 提出 的 23 个 著名 问题 中 的 第 一 个 一 一 “连续 统 
之 势 的 Cantor 问题 ” 即 所 谓 的 连续 统 假设 (CH) 时 ， 曾 说 到 良 序 定理 可 能 包含 着 证 明 
CH 的 钥匙 ， 他 认为 这 二 者 是 密切 联系 的 . 在 1904 年 于 Heidelburg 举行 第 三 届 ICM 
If, J. König 于 8 月 10 日 提出 了 他 的 实数 连续 统 不 可 良 序 化 的 证明” ,但 很 快 就 不 得 不 
放弃 这 个 “证明”. 此 后 不 到 两 个 月 ，E. Zermelo 就 用 AC 证 出 了 良 序 定理 , 他 于 同年 发 
表 的 那 扁 重文 L86] 是 他 写 给 Hilbert 的 信 的 一 部 分 . 

(5) REREN RFE CH. Rubin 196099), 

(6) 若 * 为 以 集 为 元 之 集 , 则 s 作为 对 包含 关系 CC 之 部 分 有 序 集 有 极 大 链 ( 链 即 线性 
AFTE, Cy RX KY ZATE) CF. Hausdorff 191499), 

(7) 任 一 部 分 有 序 集 几 有 极 大 链 ?9. 

(8) 令 ， 为 以 集 为 元 之 非 空 集 ， 若 对 包含 关系 忆 而 言 * 的 每 个 非 空 链 中 之 集 之 并 仍 
为 了 之 元 , 则 有 极 大 元 (K. Kuratowski 192257; M. Zorn 1935), 
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(9) +s 为 以 集 为 元 之 非 空 集 ， 若 对 包含 关系 己 而 言 s 的 每 个 良 序 链 中 之 集 之 并 仍 
为 之 元 , 则 s BARA. 

(10) 若非 空 部 分 有 序 集 * hz dg SEE ER. s 有 极 大 元 (N. Bourbaki 1939; 
J. W. Tukey 194083), 

(11) BAESRDARPRsSHPZEP REBAR ALA. Ws 有 极 大 元 C. Szele 
1950081), 

注 记 Bourbaki-Tukey 形式 的 极 大 原理 (10) 即 为 文献 中 经 常 提 到 的 “Zom 引 理 :其 
S: Zorn TE 1935 年 提出 的 是 形式 (8) 的 极 大 原理 ,这 早 在 1922 年 就 已 由 Kuratowski 提出 
并 详 加 研讨 了 . 而 形式 上 差别 稍 大 一 点 的 极 大 原理 (6), (7) 则 更 早 在 1914 年 就 已 由 
Hausdorff 提出 了 。 但 Zorn 在 文 [89] 中 第 一 个 证 明了 (8) 与 AC 等 价 . 

(12) 三 分 律 : 任 二 基数 m. n WHR ADR m<n, m=n 及 mn 三 关系 
之 一 (F. Hartogs 1915014)., | 

(13) MEMAHEBM BA m =m (A. Tarski 1924), 

(14) 任意 多 个 紧 拓 朴 空间 之 Taxon 乘积 亦 为 紧 拓 朴 空间 (A. H. Tuxonop 1935); 
J. L. Kelley 195058), 

AC — (14) 为 熟知 , 现 仅 简 述 一 下 (14) 一 (AC) ZIE. $ s= {elie} 为 以 
非 空 集 ci 为 元 之 集 , 任 取 定 一 元 4» Jr y — x; Ula]. 以 yi 之 有 限 子 集 及 Viori A 
yi 中 之 闭 集 , 则 y; 成 为 紧 拓 朴 空间 .考虑 X servi HZA z= z X CX puteiyi)» 则 
集 (lie 1} 中 任意 有 限 个 元 之 交 非 空 (在 有 限 个 x; 中 各 任 取 一 点 ,而 在 其 余下 标 i 所 
对 应 之 投影 yi 中 一 律 取 a). 改 由 X ieryi ZEW UL Xierr; = Xia; 750. 

(15) 同一 紧 拓 朴 空间 x 之 任意 多 次 重复 的 Taoro RH Xir 《其 中 了 为 任意 指 
标 集 ) 亦 为 紧 拓 朴 空间 (L. E. Ward Jr 1962), 

已 知 AC 一 (15)， 故 仅 须 证 明 (15)—AC.. & s= {alic I) 为 由 互 不 相交 之 非 空 
AE zr; 所 成 之 集 , r= Uis Tor 中 取 x 及 所 有 可 能 的 有 限 个 x; 之 并 集 为 闭 集 , 则 x 
成 为 紧 拓 朴 空间 . 由 (15) Al Xia PARAMS. 考虑 其 中 之 闭 集 2; — 2; X 
(Xima). 任意 有 限 个 此 种 闭 集 之 交 必 非 空 ( 因 可 于 有 限 个 x; 中 各 任 取 一 元 ,而 在 其 余 
下 标 i 所 对 应 之 投影 * 中 任意 取 定 同一 个 元 a). 改 由 乘积 空间 之 紧 性 了 并 见 Xar 一 
Xiersi FO. 

(16) 任意 赋 范 线性 空间 和 之 对 偶 X* 中 之 单位 球 有 极端 点 (J. L. Bell & D. H. 
Fremlin 1972"), 

(17) BPIT + KM([3]). 

(18) HB + VKM ([3]). 

以 上 之 BPIT X Bole 代数 之 素 理 想 定 理 . KM 表 Kpeim-Muumwan 定理 : 局 部 吓 
线性 拓 朴 空间 区 中 之 非 空 \ 紧 , 凸 集 天 必 有 极端 点 . 而 VKM 为 KM 之 加 强 , 即 将 其 中 之 
“ 紧 ” 改 为 “ 凸 紧 "而 得 者 . 和 之 子 集 玉 称 为 凸 紧 的 ， 若 ie) 为 和 中 之 闭 凸 集 所 成 之 非 空 
集 , 且 {Knec 中 任意 有 限 个 元 之 交 非 空 时 , 必 有 DICK ca) #0. HB zx Hahn-Banach 
定理 : SX HRREBE, pO) HX LAKE, «ye X. r 之 0 时 恒 有 pety) 
< pix) + ply), prx) = rpl); Bh HENFXZFSH X. KZ KR HEA, 
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hla) < p) (x € X); 则 必 存 在 定义 于 整个 X 上 之 实 线性 泛 栅 f. f(x) = fox € Xo) 
fG < p()GEX). 

H. Rubin & J. E. Rubin 1963 9 REX AC 之 等 价 命题 的 最 为 详尽 的 专著 .附带 提 
—F 9 AC 而 强 于 AC, 之 DC 是 等 价 于 Bare MEHR (C. E. Blair, Bull. Acad. 
Polon. Sci. Sér. Sci. Math. Astronom. Phys. 25(1977), 933—935). 


§ 3. 证 明 中 用 到 AC 的 一 些 熟知 命题 


(1) 可 数 个 可 数 集 之 并 集 为 可 数 . 
熟知 的 证 法 是 将 这 些 可 数 集 之 元 排 成 序列 ,再 将 各 序列 排 成 如 下 之 无 穷 阵 : 


Go. Gaol” * * Bon * * 
"d ub EL. DE 
& O 00 5 a Omn 


RTS BK PR IRAK MZ E78 f. PASSE 0 FE BR — Y] ae. aas aws ans an, 
aps cc. 但 事实 上 当 可 数 集 4 之 元 “和 骨 为 可 数 集 时 ，4 之 元 与 自然 数 集 之 (1-1) 对 应 
之 全 体 之 集 x4 BB, 而 4 之 每 个 元 4 与 自然 数 集 之 (1-1) 对 应 之 全 体 之 集 r, 亦 有 
Be DL EBIEE s= rA U {rda 4} 之 各 元 中 各 选 了 一 个 元 的 结果 ,这 里 用 了 AC. 

(2) 每 个 无 限 集 必 包 含 一 个 可 数 子 集 CA. N. Whitehead, B. Russell 191241), 

在 一 般 教 本 (例如 H. IT. HaraucogP? DJI. I, $3, Teopema 2) 用 的 是 逐步 从 无 限 集 a 
中 取 一 个 元 的 办 法 抽出 子 列 来 ,这 是 不 严格 的 , 因 这 种 选取 毫 无 规律 ， 又 不 可 能 经 有 限 步 
ET. 严格 的 证 明 如 下 : Ve 1,.2,.---. z, = 1919 IE 11,2, esn) 在 a 中 之 
(1-1)HR 88). 对 一 tlzos 人 1 委 2 一 oo} 用 AC, MARE MM f. 使 p. = flea) ean (n 
= |, 2 …). 4 (2, on} Bo, RH IB BT ZA 29 n 个 不 同 的 元 al”, ah, +--+, 
ae, 于 序列 aP, af, a, ---, ai, ab”, «ag? °° 中 从 左 至 右 逐 一 去 掉 前 面 已 出 
现 过 的 元 ,如 此 所 得 之 序列 即 合 所 求 。 因 第 4 组 出 现 # 个 不 同 之 元 , 故 以 上 元 列 中 不 可 能 
只 有 有 限 个 不 同 之 元 。 因 元 列 之 存在 是 由 AC, 保证 的 ,从 而 逐步 淘汰 掉 重 复 的 元 是 完全 
有 规律 的 ,并 没有 作 无 穷 多 次 任意 选择 . 

(3) 第 一 个 不 可 数 序数 ol 非 为 序数 之 可 数 增加 列 之 极限 (用 AC。). 

(4) 任 一 线性 空间 必 有 基 ( 即 极 大 线性 无 关子 集 ). 

(5) 任 一 线性 空间 之 任 二 基 必 有 同一 基数 . 

(6) 任 一 域 必 有 唯一 之 代数 闭 包 ( 即 代数 封闭 的 代数 扩 域 ). 

(7) 任 一 Boole 代数 必 有 到 理想 [ 超 小 子 ] CM. H. Stone 193677), 

(8) Stone 表示 定理 :每 一 Boole 代数 好 千 同 构 于 一 集合 代数 [可 取 此 集合 代数 为 一 
完全 不 连通 紧 Hausdorff 空间 (所谓 B 之 “Stone SH”) 中 全 体 既 开 又 闭 之 集 所 成 之 代 
Tt] CM. H. Stone 1934U9- 193677), 

(9) Hahn-Banach 延 拓 定 理 (J. tos &. C. Rylil-Nardzewski 195141; W, A. J. Luxem- 


4i 
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burg 1967/59), 

(10) 在 每 个 Boole 代数 召 上 恒 可 定义 如 下 之 实测 度 uin 为 万 上 之 实 值 函 数 , uu) 
= O0(6€ B), n(0) —0, u(1) — 1, æla + 5) = u(a) + w(S) (a, P€ B, a +b =0) 
(C. Ryll-Nardzewski (AAR); [45 D, (09) 5C100 Str.) 

(11) Kpefts-Manpman 定理 . 

(12) 可 分 距离 空间 之 子 空 间 必 可 分 (用 AC). 

(13) Yppicon 引 理 : Zi 4, B 为 正规 拓扑 空间 XX 中 之 不 相交 闭 集 , 则 必 存 在 定义 于 
X EZXESESCPRAKC f.0<f@) < IEX), f(4) = {0}, f(B) = {1}. 

(14) $ B 为 直线 R 上 之 全 体 开 集 所 生成 之 最 小 6 代数 , 即 BA R 中 Bore 集 
之 代数 ， 则 G) B= U sco,B;， 其 中 B. 为 全 体 开 集 之 集 ，w 二 0，B5 为 Us<sB; 之 
元 及 其 余 集 之 可 数 并 之 全 体 之 集 . Gi) BEBE < 0) COH AC,). 

(15) Lebesgue 测度 为 可 数 可 加 (用 AC.). 

(16) 存在 Lebesgue 不 可 测 集 ， 

(17) 存在 不 满足 Baire 性 质 之 集 . 

(18) Sah R 上 存在 无 处 连续 之 实 值 可 加 函数 ， 

(19) & R33: EZ, ACR, Wi x 之 任何 邻 域 皆 与 4 有 交点 之 充 要 条 件 为 存在 
{r} SA, lim x, = x 《证明 此 条 件 之 必要 性 时 要 用 AC). 


(20) 令 R EXER, ACR, 则 4 为 有 界 闭 集 之 充 要 条 件 为 4 中 任 一 列 元 ns 必 
ATM {tag} > an tap 4 (证 明 此 条 件 之 充分 性 时 要 用 AC,). 


Q1) 令 f(x) 为 定义 于 La, 6] LZKBK nelad], M Ve > 036 > 0 使 当 
ze [as 5], le — aol 二 6 时 | fG2 — KG] <0 之 充 要 条 件 为 对 [ss2] 中 收敛 于 xm 之 
任意 序列 (e) EU im f(x.) = Aa) (证 明 此 条 件 之 充分 姓 时 要 用 AC). 


命题 (21) 是 数学 分 析 中 熟知 的 函数 f(x) 在 一 点 xo 处 之 连续 性 的 E. L. Cauchy 的 
s-0 PREX (CC) 与 E. Heine 的 序列 极限 定义 (HC) 的 等 价 性 ， 显 然 证 明 〈CC) 一 
(HC) 时 无 需 用 AC. 但 在 证 明 (HC) 一 《CC) 时 要 用 AC。。 下面 的 定理 说 明 ， 不 用 其 
种 形式 的 选择 原理 是 不 行 的 。 考 虚 条 件 : 

(S》 对 互 不 相交 之 非 空 实数 集 之 列 《X,|1 <n < wo) HAF Xall <ko) 及 
实数 列 Cral SA <w) arré XR = 1, 2, 7). 

定理 3.1 CW. Sierpiński 1918), ((HC) — (CC)) (S). 

证 AMR f(x) 定义 于 [0, 1] E. ZEE 如 一 0 对 f(x) 而 言 CHC)-— (CO). X 
任 给 的 互 不 相交 之 非 空 实数 集 之 列 《X,11 <n<o) 定义 f(x) AUT: 对 =1,2,°°- 


4 (0) = #(4) — o. 当 ré (. lm, —1 «2a2(a + 19s —2n — 1 «& 1, & 


ME CES ES ES "— 
e.) m LOU D 22 一 上 | 确定 有 限 ,此 时 定义 
l, pax) E X,, 


ee to, pale) ERs. 
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1 = 1 
vô > 0 FERUIE RR n> VEE X, Tr eer 


有 xse (2, Lc. 8). RAE eG = EEX MIREA Kxs) 一 1. A 
f(0) = 0 AVS > 03r; € (0,8) 使 fe) — 70) — 1. RHE x, = 0 41E% (CO). 从 
而 由 题 设 (HC) 一 (CC) WE xo 一 0 处 亦 韭 为 CHC). 因 Hx) MORI ME. & 
afu; CC, 1), in me 0, f(u;) = 1G = 1,2, e). Vp ce A 在 {u;} HARA 


e qa 1 ), 则 显然 


有 有 限 个 项 we (Los y) f f(x) 之 定义 知 此 有 限 个 uo 或 十 Gn 一 1,2,…). 


1 P 
故 必 有 正 整 数列 p< p< ERA (+, 1) 中 各 包含 有 限 个 us 令 此 有 限 个 
ptl px 
— B 1 1 
m 中 之 下 标 最 小 者 为 vo RE Vm 12, ne (Fs). scm pad N 


因 fed=Ke)d=1. 政 按 f(x) 之 定义 知 VR=1, 2, -°°, xr = Polya) € X pgi BA 
(S) HR. 
反之 : 若 (S) 成 立 , 而 fo) 在 50,1] 中 点 x 处 非 为 《CC)， 则 必 3e > 0 使 由 lr- 


z| < 二 (a= 142, -++) 不 能 保证 1G) al «e. 此 时 令 


P, = (else to 11, —— < leal < T, HO 一 Ke)| 2 eh, 


则 显然 诸 Ps 互 不 相交 , 且 必 有 无 穷 多 个 已 0. 以 《X,|1 S 2 — o? 表 此 诸 非 空 之 P。 所 
成 之 子 列 . 由 《S) WETII Xall m Re) 及 实数 列 Cerler E Xn 1A < oo) KG 
IG) — flo) | > elk = 1,2, :-). vb 一 1 2 PA Call <k<o) REZA P 
个 元 在 PU. UP, H, 好 AVG SL eARoO WAH x, ePLQIUPQGU---. 从 而 Ve — 


a < —— (k> q), HRM lim z, =x. HI f(x) — f(m)| 2 elk = 1,2, -- RE 
pri km 


xo Kb f(x) JF% CHC). 故 已 证 (HC) — (CO). 

定理 3.26 不 用 附加 任何 形式 的 选择 原理 , 可 证 当 f(x) 在 La, b] 上 到 处 为 (HC) 
时 , 亦 必 在 [a,b] 上 到 处 为 (CC). 

证 令 lull 三 《二 w》 表 [a,5] 中 全 体 有 理 数 之 列 ， Vxoe [a, 5], Ve — 0, GA 
38 > 0 使 当 有 理 数 >E [a,5], |r 一 zol <8 NEA [f(r7) 一 fxo)| <e; Rl vs — 1, 


2,.. "Fu E [a, 2]; [ur — xo] <=, flu) — f(x) | 之 &, Alul <k < w) 中 满足 此 


条 件 之 第 一 个 “up. 一 Tae Mi Vn] 9 2s yeu 4 EX fan E [a, 5], [rael <=, (Cra) FX 
Ie) 2 e. 从 而 由 lim mm 一 及 f(x) 在 Da. 51 上 到 处 为 (HC) 之 题 设 知 imira) 


= f(r). 此 与 |r.) 一 xzo)| Se 矛盾 ! 故 Ve > 036 > 0 使 当 有 理 数 rela, 4], 
lr 一 zol 二 5 时 恒 有 |r) — fn) | «s. Vee la, b], Ix —x| < 8, 3 ARI <x, | 1 
Sn Z wo)C[a, b], limz, — x. fA fix) 在 [a， 5b] 上 到 处 为 (HC)， 故 limf(,) mE fi). 


显然 AN > 0 使 当 n>N 时 lerr 一 xol <8. x, JAAM, 故 当 z 宇 NN 时 [f(x 
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— fx] «s. 令 2 一 oo 即 得 lf) 一 大 zt)| x e, ENCE La, 2] 中 任 一 点 xo 处 f(x) 
BS (CC). 
有 关 本 节 题 材 的 进一步 的 材料 见 T. J. Jeh 197352. 


$4. 用 AC 可 证 出 许多 奇怪 的 命题 


(1) 在 Eudid 平面 RR 上 存在 点 集 8, 了 中 之 每 条 直线 与 89 有 且 仅 有 两 个 交点 
(S. Mazurkiewicz 19148], 382—383, Cp. W. Sierpifiski 195800，446 一 449 )。 

(2) & R 中 之 每 条 直线 3 对 应 上 一 基数 ms,2 <m <2, 则 30CR?, v 直线 
SCR’, |ONS| = ms. CF. Bagemihl 1952; W. Sierpiński 1953"), 

(3) 在 Euclid 空间 RÓ 中 之 单位 球面 玉 可 分 解 为 四 个 互 不 相交 之 集 0, R, S, T; 其 
中 2 为 可 数 ，RSS2TSSUT， Kn "€" Hess ,表示 其 两 端 之 集 经 绕 球 心 之 旋转 后 
可 合 而 为 一 CF. Hausdorff 191499 469—472; Cp. H. II. HaragcoE 19505" XI, §5), 

(4) Ré 中 之 单位 球面 [ 开 单 位 球 , 闭 单位 球 ] 玉 可 分 解 为 455] 个 互 不 相交 之 集 SG 
l, 25 3, 4) [S;; T l, 2, 3, 4, 5), 其 中 Ss 为 由 球 心 所 成 之 单 点 集 ]. 将 S; a PROE 
适当 之 旋转 RIR A SERINE K = RCS) URS.) = RCS) U RCS) [K=R,CS,} 
URAS,) US; = RCS) U RCSD US ， 其 中 等 号 同 侧 之 各 RCS) 35 i 不 同时 互 不 相交 ， 
而 405] 为 使 上 述 分 解 成 立 之 最 小 数 (S. Banach et A. Tarski 19241), 

(5) $ K, K, AR 中 以 > 及 2 二 正 数 为 半径 之 二 球面 [ 开 球 , 闭 球 ], 则 可 将 K, 分 
解 为 有 限 个 互 不 相交 之 集 Si 一 1, 2，*… ,7w)， 且 存在 7 个 网 性 运动 (平移 及 旋转 》 
M;(i-1,2,--:,5) 使 K, = Uic«,M;CGS;), HIB M;(S;) 两 两 不 相交 (Hausdorff- 
Banach-Tarski-von Neumann-Robinson; Cp. R. M. Robinson 19470), 

mic O 此 诸 分 解 所 得 之 集 R, S$, T, SS: RINSE Lebesgue 可 测 ， 其 造 靶 
与 在 R 中 造 L- 不 可 测 集 之 法 相近 . BUNA L- 可 测 ， 则 由 工 -测度 之 运动 不 变性 
及 可 加 性 将 得 出 小 数 等 于 大 数 之 矛盾 ， 

Gi) 这 些 怪 结果 使 人 们 更 加 怀疑 AC T. 4 Zermelo 于 1904 年 在 Math. Annalen 
第 59 卷 上 首次 用 AC 证 明 问 题 后 , 同 刊 1905 年 第 60 2$ 194—195 页 所 载 E. Bore HE 
文 就 是 反对 这 种 证 明 的 。 J. Hadamard Æ 1905 年 的 Bull. de la Soc. Math. de France, 33 
45 261—273 页 的 信 中 也 提出 了 反对 意见 . 但 后 来 E. Bord 与 A. Denjoy 都 倾向 于 承认 
可 数 选择 公理 AC。， 而 H. Lebesgue 已 看 出 区 别 集合 s (由 非 空 集 +* 所 成 之 集 ) 之 不 同 的 
超 限 基 数 顶 多 是 个 心理 上 的 理由 法 了 . 尽管 在 1904 年 以 后 一 段 时 间 内 数学 杂志 上 充满 
了 有 反对 AC 的 意见 ,有 趣 的 是 也 是 在 Math. Annalen 1905 年 60 25$ 495—462 页 上 发 表 了 
G. Hamel 用 前 一 卷 中 Zermelo 刚 用 AC 证 出 的 良 序 定 理 证 明了 实数 集 R 中 Hamel 基 
之 存在 ,并 用 此 种 基 证 明了 在 R 中 存在 不 连续 的 可 加 函数 (8$3,(1877. 
| (Qu) 下 一 定理 说 明 , 单 从 AC 能 推出 一 些 奇怪 的 结论 就 企图 否定 AC 的 理由 是 不 充 
分 的 ,因为 不 用 AC 而 用 很 初等 的 方法 也 能 证 出 类 似 的 怪 命题 . 

定理 4.1 (S. Mazurkiewicz et W. Sierpiński 19144), Æ RP 中 存在 点 集 M — AU 
B, ANB —0, AGB&2M, 


1 期 EQ Th: 选择 公理 与 连续 统 假设 11 


证 ”在 复 平面 中 考虑 两 个 刚性 运动 R) = e'z 及 T(z) 一 z 十 1 (2 为 复 变数 ). 
令 M 为 由 z 一 0 经 有 限 次 R 及 了 之 作用 而 得 之 点 之 全 体 之 集 ， 则 显然 让 中 每 一 点 丝 可 表 
为 ei 之 一 多 项 式 ,其 系数 为 非 负 整数 . 因 ci 为 超越 数 ( 见 例如 C. L. Siegel & R. Bell- 
man 1947/9! Chap. 1)， 故 此 种 表示 为 唯一 , 故 可 令 认 中 之 点 与 e 之 非 负 整 系数 多 项 式 
(1-1) 对 应 . 令 4 为 M 中 之 点 在 此 种 表示 下 无 常数 项 者 全 体 之 集 , 并 令 B — M ~ A, N 
显然 可 见 4UB=M,ANB=0,R(M)=A, T(M) — B, Kin 4 = R(M)2M2 
T(M) =B, 


$ 5. 连续 统 假设 (CH) 与 广义 连续 统 假设 (GCH) 


这 里 ， 连 续 统 ”一 词 是 指 全 体 实 数 之 集 ,现今 拓扑 中 的 连续 统 是 指 非 空 的 连通 、 紧 集 . 
已 知 ;距离 空间 中 的 连续 统 徊 多 于 一 个 点 , 则 其 基数 必 为 c. G. Cantor 于 1878 年 ([7]256， 
[8]132) 提出 了 连续 统 假设 ”: “在 可 数 集 之 基数 a 与 实数 连续 统 之 基数 “ 之 间 不 存在 
REBAR’. 这 是 集 论 中 早期 出 现 的 名 题 之 一 ;当时 的 许多 数学 名 家 都 普 试 图 解决 它 . 在 
上 世纪 末 Cantor 曾 认 为 他 能 证 出 此 猜想 ,并 数 次 在 自己 的 文章 中 许愿 要 在 以 后 发 表 文 章 
来 证 明 它 、 最 后 他 甚至 曾 宣称 已 经 证 出 了 它 ; 当然 ， 他 实际 上 并 没有 证 出 来 (cp. [8], 
244). 据说，Cantor Æ 1884 年 健康 恶化 到 危险 程度 的 部 分 原因 就 在 于 他 不 顾 一 切 地 力 
图 证 明 CH. D. Hilbert 1900 #8 A 8 HÆ Paris 举行 的 第 二 届 ICM 上 提出 的 二 十 三 
个 著名 问题 中 的 第 一 写 一 一 "连续 统 之 势 的 Cantor 问题 "就 是 CH. 在 1904 年 于 Heidel- 
burg 举行 的 第 三 届 ICM 上 有 人 想 证 明 也 有 人 和 想 否 定 CH, 但 都 是 错 的 . Hilbert 在 1925 
年 的 文 [28] 中 曾 有 意 用 他 的 元 数学 理论 证 明 CH 之 相 容 性 而 未 果 . 总 之 ， 从 CH 提出 
直到 1938 年 以 前 这 六 十 年 间 , 在 这 一 问题 的 解决 上 一 直 没 有 重大 进展 ;但 常用 CH 来 简 
化 一 些 间 题 的 证 明 . 

FAS Pees CH 等 价 : 

(1) R 一 S U S2U $3, S; ER 中 平行 于 Descartes 坐标 轴 oxi(i — 1,2, 3) 之 任何 
HARB RA ARTA CW. Sierpitiski 1951/99; cp. [70], 397). 

(2) RÈ =S USUS, S; Ej P 中 垂直 于 Descartes 坐标 轴 oxi = 1,2, 3) 之 任何 
平面 丝 至 多 有 可 数 个 交点 ({68]; cp. [70], 378). 

(3) 非 0 实数 全 体 之 集 R ~ {0} = Uncella, HH Vee o, H, X R 中 之 一 Hamel 
基 ( 极 大 有 理 线 性 无 关子 集 ) (P. Erdis & S. Kakutani 19439, 459, Th.2). 

(4) 存在 序 型 为 c, 之 超 限 序列 《Ns|8 二 ao), VE 二 os Ni FOB RRS AR 
集 ; 对 自然 数 之 每 个 无 限 集 4， 恒 有 wc< wo 使 IN。 ~ A| <N CF. Rothberger 1948, 
[58], 33; cp. [70], 450). 

Cantor F 1883 年 隐 含 地 猜测 成 立 2*: = N, F. Hausdorff 于 1908 年 ([25]) 首先 提 
出 更 一 般 的 命题 :“ 对 每 个 aleph a,2* =at, ARR V 序数 a, 2xc = NL" ;是 即 所 谓 “ 广 
XERA (GCH). GCH 还 可 以 用 另 一 种 方式 提出 :“ 对 每 个 无 穷 基数 m 不 存在 
任何 基数 n 满足 m 二 nn 二 2”, 

定理 ?.1 (A. Lindenbaum et A. Tarski 1926); 证 明 见 W. Sierpitiski 1947091) (V 
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无 穷 基 数 m， 不 存在 基数 rn 使 m <n — 2")< > (AC)A(V 序数 o.2*e = Mai). 

此 定理 亦 可 由 以 下 之 定理 5.2 及 良 序 定理 与 AC 之 等 价 性 得 出 . 

定理 5.2 (E. Specker 195447), Zi m HEM HARPER n fF m<n< 2" R 
2" —-n« 2"; Wj2" 从 而 m 29 可 良 序 化 之 集 之 基数 [一 称 良 序 基数 ”]. 

定理 5.3 (H. Rubin 196057), (V 序数 o,2"%« = N u) > AC. 

USE BE SRE “Ff BO ZEE HI BS 18205), eB mH AC. 1B $2050) Be 
W AC 之 证 明 要 用 即将 在 $6 中 提 到 的 ZF 集 论 中 的 基础 公理 VI， 有 些 数学 家 宁愿 用 
AC 而 不 愿 用 它 。 由 定理 5.1 & 5.3 得 到 : 

定理 5.4 GCH 之 两 种 定义 在 ZF 中 等 价 . GCH 一 AC. 

定理 5.5 (cp. [42], 139—140). GCH-«—(V 序数 a, Za =), HP beth 函数 
之 。 之 定义 为 Zo =N Zap = 2z<， 对 极限 序数 7 定义 Zr 一 supeZ.. 


N。， i Ns 一 cas 
定理 5.6 (cp. [42], 189). GCH 一 > wp 一 Su 7s cf, < Ne < Nas 
Nitis fa N, < No. 


定理 5.7 (cp.[42]190)。(GCHD 信 (x 为 极限 序数 ，《ai|4 < 好 为 非 零 基 数 之 增加 


jl, a= Sup; «,tt; ) 一 Thea, = a*, 
$6. Zermelo-Fraenkel 集 论 公理 系统 (ZF) 


Zi3pid AC 与 CH 是 否 可 信 ,首先 应 有 一 些 共同 承认 的 前 提 ，, 亦 即 承认 某 一 公理 系 
Zt. 时 在 十 九 世 纪 末 与 二 十 世纪 初出 现 朴 素 集 论 时 ， 一 些 悖 论 的 被 发 现 就 已 表露 出 集 论 
之 公理 化 研究 的 必要 . Cantor 于 1895 年 发 现 ， 若 考虑 全 体 序数 所 成 之 集 ”x， 则 对 序 
数 之 天 小 次 序 一 而 言 , * 为 一 良 序 集 , 故 x 为 一 序数 , 它 大 于 w 之 任何 元 ;但 按 * 之 定义 应 
有 ucu, MB uu 他 于 1896 年 将 此 结果 告诉 Hilbert. C. Burali-Forti 于 1897 年 又 
重新 发 现 此 悖 论 并 发 表 于 文 [6] 中 ,因而 以 “Burali-Forti Rie’ 为 人 所 知 . Cantor 1899 
年 又 注意 到 , 若 孝 虑 全 体 集 合 之 “和 集 ”w， 令 《之 罕 集 为 P(x)， 则 必 [PCI > laul; 但 
按 w 之 定义 应 有 P(x)Su， 从 而 又 应 有 [IP(w)| 和 lel! 但 直到 1932 年 才 发 表 于 他 的 文 
集 [8] 中 .。 B. Russell 于 1901 年 6 HÆ. Cantor 的 这 一 悖 论 的 局 发 下 , 造 出 一 个 很 初等 的 
Hit: Qu 为 满足 rfr 之 集 * 之 全 体 所 成 之 集 ”， 则 按 x 之 定义 立 见 w€ u<—ugut 
这 一 悖 论 之 证 明 未 用 任何 集 论 公 理 ， 是 个 纯粹 逻辑 上 的 矛盾 . 与 此 同时 Zermelo 及 其 周 
围 的 人 在 Gottingen 也 独立 地 讨论 了 此 辣 一 悖 论 。Russell SIC EG 1 1903 年 出 版 的 
书 [61] Ch. X$78 H. WAT 1902 年 将 此 结果 疯 告 G. Frege， 当 时 Frege 正 准 备 发 表 在 
”Cantor 的 直观 集 论 基础 上 攻 造 算术 的 文章 ， 此 信和 的 突然 打击 使 他 暂停 发 表 该 文 。 这 个 悖 
论 引 起 了 数学 界 和 逐 辑 界 的 震动 ,推动 了 公理 集 论 的 发 展 . 首先 是 Zermelo 于 1908 年 提 
出 一 个 公理 系 (Z), A. A. Fraenkel 于 1922 年 将 其 扩大 ,并 加 强 了 Zermelo 的 分 离 公理 
《 即 子 集合 公理 ), 从 而 形成 了 Zermelo-Fraenkel 公理 系统 《ZF RH). ZF 中 的 集合 是 受 
公理 约束 的 对 象 , 上 述 那 些 迟 论 中 出 现 的 特定 对 家 之 "类 ”不 是 ZE 中 的 集合 . 

另 一 种 消除 怪 论 的 方法 是 由 J. von Neumann 于 1925 年 设计 的 ,于 1937 年 为 P. Ber- 
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nays 所 修改 ,最 后 又 于 1940 年 为 K. Godel 所 修改 . 按 这 种 观点 ,“ 大 集合 ”《 即 相对 于 由 
公理 界定 出 来 的 “最 初 的 ”那些 集合 而 言 是 大 ”的 那些 “集合 ”) 并 不 有 害 ,毛病 出 在 将 这 种 
“大 集合 ”考虑 为 [至 少 是 隐 涵 地 考虑 为 ] 某 个 集合 ”之 元 .因此 就 应 区 分 集合 与 类 ， 任何 
一 些 集合 之 总 汇 称 为 一 个 类 . 若 类 4 本 身 为 其 个 类 之 无 , 则 称 类 4 为 一 集合 ,有 些 类 不 是 
集合 (所 谓 AX). 这 就 排除 了 上 述 诸 悖 论 , 因 其 中 毛 述 之 类 并 非 集合 . 应 注意 ,承认 有 
比 集合 更 广 之 类 与 ZF 集 论 并 无 矛盾 . 

”首先 简介 一 下 集 论 之 基本 语言 ,采用 关于 相等 谓词 一 的 一 阶 谓词 演算 ,其 中 只 有 一 种 
用 小 写 拉 丁字 母 x, 7?,，'… 表 示 的 集合 变 元 ;这 种 集 论 坛 言 由 从 属 关 系 6 这 个 二 元 谓词 组 
成 .集合 完全 由 其 元 所 确定 ,而 无 任何 其 它 结构 . 

基本 语言 是 由 原子 公式 + 一 y (x SFM Reeve BOE Oy. mox 29 Y 2220028 
ig GE) V( 或 ), 八 (与), 一 (蕴涵 ， 若 … 则 )，< 一 >( 当 和 且 仅 当 ), 及 量词 3( 存 在 一 
49. V (对 任 一 个 ) 等 而 得 之 全 部 公式 ,以 小 写 希腊 字母 p, ps Xs e RZ. WRARBK 
WTE V 为 原始 联 词 , 3 为 原始 量词 ， 此 时 pAd 29 1019 V 44), o 979 1o Vo, 
p> 29 C19 VAJAV e), Veo 29 13x 19. 但 为 方便 起 见 , 不 仅 不 减少 联 词 
MERMA Ay R= y, U rgy REY, 以 3x9 表 存 在 唯一 之 r.9.X 
BU 3yVx(x = yx p), U (3x € ype 表 SHx(x€ YA 0, UJ (Vx € yp X Vx(x€ y^ 
vq). 左 ; 右 括号 (,) 的 隔断 作用 和 它们 分 层次 左右 配对 的 规则 如 熟知 的 那样 . 若 变 元 * 在 
公式 9 中 出 现 , 但 Ve 及 Ir 不 在 9 中 出 现 , 则 称 * 为 9 之 自由 变 元 ; 若 在 9 中 出 现 Yx 或 
3x， 则 称 * HP 之 约束 变 元 . 没有 自由 变 元 之 公式 称 为 命题 . 公式 及 命题 统称 为 语句 . 
以 q(x) 表 以 z 为 一 可 能 的 自由 变 元 之 公式 (但 9 可 能 还 有 别 的 自由 或 约束 变 元 ). 

一 些 公式 所 成 之 集 称 为 理论 ,这 些 公 式 称 为 该 理论 之 公理 . 若 了 为 理论 ， 则 Te 
表示 “由 工 可 证 出 @ , KN e 称 为 工 中 之 一 定理 . 

ZF 集 论 之 公理 计 有 六 条 : 

I 外 延性 公理 (G. Frege 1893), Vz(z€ x——92€ yy) xr = 

EB E x 及 了 有 相同 之 元 , 则 * 与 ? AS. RM, At 等 于 ?时 xx 及 > 有 相同 之 元 
为 逻辑 真理 . 

II 并 公理 (G. Cantor 1899, E. Zermelo 1908), WrayWe(z2€ y«—3u(z€uAwu€. 
x)). 

意 即 ,对 每 个 集 x， 存 在 由 * 之 诸 元 之 各 元 所 成 之 并 集 7。 亦 可 记 为 “{z|3ax(ze uA 
4€ x)) 为 一 集 ”, 或 记 为 “Ux 为 一 集 ”. 

定义 Ci) x&y«— Vz(z2€ x — 2€ y), GEI Ay x AY ZFR TRI BE r. Gia 
y<—>xCy 人 3z(z Ey 人 和信 zKx+)， 此 时 称 * 为 > 之 真子 集 ,或 7 真 包含 r. 

HI MAE (E. Zermelo 1908), Vx3yVz(z€ y —zCx). 

意 即 ， 对 每 个 集 x， 存 在 由 * 之 全 体 子 集 所 成 之 集 y. IRE “y 一 {z|zCx} 为 一 
BR. BYD ZERA P(x) X. | 

定义 ”者 公理 中 包含 可 变 之 公式 ,此 时 该 公理 非 为 单个 语句 , 而 是 无 穷 多 个 语句 ; 称 
这 种 公理 为 公理 格式 。 当 给 定 其 中 之 可 变 公式 时 所 得 之 单个 语句 称 为 此 公理 格式 之 一 实 
例 , 亦 称 一 个 这 种 公理 ”. 
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IV 代 换 公理 (- 格 式 ) (A. A. Fraenkel 1922, T. Skolem 1923, 更 早 是 G. Cantor 
在 1899 年 ;及 D. Mirimanoff 在 1917 年 非 正 式 提 出 的 ).。 | VuVoVw(d(u, v) A^ plu, w) 
— v = w) > Nx3yVo(v € y«— (Iut x)(u, v)), EH pu, v) 为 一 公式 ; ~RY AB 
为 由 之 自由 变 元 , 而 Alu, w) A da, v) 中 以 w 代 换 v MEZAR, 6,7) 还 可 
能 有 wv 以 外 的 其 它 自由 变 元 . 

代 换 公理 (- 格 式 ) 的 前 提 是 对 每 个 至 多 有 一 个 v 使 (uv). Mew "uv ZH, 
即 存在 一 个 未 必 “ 对 每 个 u 确定 ”之 函数 了 使 pu, F(u)) 在 F 有 定义 之 处 成 立 , 而 结论 
是 对 每 个 zx 存在 由 * 中 有 定义 之 元 在 F 作 用 下 之 象 之 全 体 之 集 y. 

以 上 之 公理 I-IV 都 未 假定 集合 之 无 条 件 地 存在 , I 中 之 x. 》 是 假定 其 存在 的 ,在 
II—IV 中 也 都 是 假定 存在 x. WEE ys; 它们 本 身 不 能 保证 一 定 存 在 一 个 集 x. dE 
ZF 中 仅 有 下 面 即将 提 到 的 无 穷 性 公理 V 断 言 存在 一 个 集 x. 但 因 所 用 之 语言 为 一 阶 谓 
词 演 算 , 其 仅 有 之 变 元 为 集合 ;这 种 变 元 之 定义 域 自然 应 假定 为 非 空 的 《否则 这 种 语言 就 
没有 意义 了 )， 故 实际 上 已 瞳 中 承认 存在 一 个 (完全 无 结构 的 , 仅 由 其 元 确定 的 ) 集 合 . 

定理 6.1 《 空 集 公 理 ). 存在 唯一 的 一 个 集合 , 它 没有 任何 元 . 

证 由 上 述 知 存在 一 个 集 xz， 将 代 换 公理 中 之 plu, v) RWA u 44 K-ARYN 
公式 , 则 该 公理 所 断言 存在 的 集 没有 任何 元 . 若 另 有 一 集 Y 亦 无 任何 元 , 则 由 外 延性 
公理 知 了 =y. 

定义 (i) (G. Boole 1847, 1854) 称 没 有 任何 元 之 集 为 室 集 ,以 0 表 之 . 至 少 有 一 个 
元 之 集 称 为 非 空 集 . Gi) 显然 有 xC0<>x = 0, KH PC) 为 仅 由 0 所 成 之 单元 集 ， 以 
(0) 7. P(P(0) = P0) 为 仅 由 0 及 {50} 所 成 之 二 元 集 , 以 {0,{0)} 表 之 . 

定理 6.2 (MHA). VsVi3yVe(ee ?< 一 < — sVe=1), 即 对 任意 之 二 集 s 及 
f， 必 存在 仅 由 ， Kt 二 元 所 成 之 集 Y. 

证 于 代 换 公理 中 取 glu, v) 为 (4 一 0Av 二 Vtw 一 {0}Azv =), Rx = (0, 
f0)j, Dg» 为 仅 由 Re 二 元 所 成 之 集 . 

EM (ui) 将 配对 公理 中 所 得 之 仅 由 * t 二 元 所 成 之 集 7 RA th, RZA S, t 
所 成 之 对 . (Gv) Æ {s,s} 仅 由 单个 元 s 构成 ,以 4s} RZ RAB s 所 成 之 单元 集 . 

定理 6.3 ( 子 集 [分 离 ] 公 理 - 格 式 )。 Vx3yVz(z Ey< 一 >zEx 八 plz))， 其 中 >》 非 为 
el) 之 自由 变 元 。 即 对 每 个 集 x 恒 存 在 由 满足 el) 之 * 中 的 元 x 之 全 体 所 成 之 集 y. 

证 取代 换 公理 中 之 4. 为 p(w)Ax 一 vz， 则 其 中 之 > 即 为 本 定理 所 求 . 

显然 , 空 集 0 之 存在 亦 可 由 子 集 公 理 取 ol) 79 +2 MEM. ;尽管 配对 公理 可 由 
代 换 公理 结合 外 延 与 震 集 二 公理 得 出 ， 子 集 公 理 可 由 代 换 公理 直接 推出 . 但 许多 文献 仍 
将 它们 列 人 公理 系统 之 中 。 因 按 ZF 系统 研究 公理 集 论 时 ,一 开始 就 会 不 可 各 免 地 要 用 
这 两 条 公理 ,而 代 换 公理 要 到 后 来 讨论 较 高 深 的 论题 时 才 用 得 着 .文献 中 常见 的 Zermelo 
公理 系统 (Z) 就 是 在 ZF 的 六 条 公理 中 以 这 两 条 公理 代替 代 换 公理 (有 时 加 上 AC, 或 
以 AC 代替 基础 公理 ) 而 得 的 公理 系统 . 

V 无 穷 性 公理 (E. Zermelo 1908). Se(OE x ACVve x) (Wee xr)(yU{z} Ex)). 

定义 (v) CA. N. Whitehead & B. Russell 1912). 给 定 一 集 a, 4& &uCP(a). Æ 
OC uACVx € u)(Vy € a)(xU(v]) evo, WI u Xa 之子 集 所 成 之 归纳 集 ， 当 4 之子 集 所 
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成 之 每 个 归纳 集 丝 以 4 为 一 元 时 , 称 4 AARE. 非 有 限 之 集 称 为 无 限 [ 无 穷 ] 集 . 

在 承认 ZF 中 的 公理 I-IV 的 前 提 下 ， 可 证 无 穷 性 公理 V 等 价 于 “存在 一 个 无 穷 
dE". 但 仅 从 公理 I 一 IV， 甚 至 再 加 上 下 面 的 公理 V—VI, 不 能 推出 存在 无 穷 集 .而 无 
穷 集 之 存在 是 集 论 的 基本 宗旨 之 一 . 

VI 基础 [正则 性 ] 公 理 - 格 式 (D. Mirimanoff 1917, T. Skolem 1923, J. von Neumann 
1925). Sxp(x) > Sx(p@ACWvEx)19@)), 其 中 之 ?在 eh) 中 不 自由 ， 

Va £0 F VI PR gls) 为 rea, ME VI 之 等 价 形式 : 

VI* 基础 [正则 性 ] 公 理 之 局 部 形式 (P. Bernays & K. Gödel, cp. P. Bernays 1948, 
{4]VI,68). Vala = 0— (3x € a)A (x(1a = 0)). 

公理 VI* 说 明 , yE a)(9 € x). HOS EROR € fugi, x 29 a 中 之 RN”, BE 
x 为 4 之 一 基础. 

以 上 之 公理 I 一 VI 即 所 谓 ZF 集 论 公理 系统 ， 

VIL 选择 公理 (E. Schmidt-E.Zermelo 1904), Vs(Vz(x€s—3z(z€ ec AWICWVE s 
ysex-—-dz(z€xAz€y))-—3cVx(x€s—3wWu(u-—v«—(ut€cAutx)))). 

以 上 是 §2(2) 形式 的 AC 之 形式 语言 表示 。 ZF 系统 再 加 上 AC, JRBUA 8 
I 一 VI， 称 为 ZFC, HT T. Skolem 对 ZF 系统 的 重大 贡献 ,有 时 亦 称 ZF 集 论 为 “ZFS 

集 论 ”, 有 些 人 亦 称 由 公理 IV, VI 所 成 之 系统 为 ZF 集 论 ,但 仅 由 公理 I 一 V，VI 还 
cape tetany 满足 条 件 x《 x>” 这 个 集 论 中 简单 而 基本 的 问题 ， 引 进 基础 公理 
VI 就 能 解决 这 一 问题 . 

定理 6.4 Ci) Vx(x £x), Gi) VxVy(x€y » €x). 

证 O 由 配对 公理 6.2 及 其 后 之 定义 Gv) Al Vzr3a(a = ix): 故 由 基础 公理 VI* 
知 Nfr} =xrNa =0, Bl rér. Gi) 设 xzEy， 由 配对 公理 6.2 及 其 后 之 定义 《过 ) Al 
Sa = ix, 9}; 由 基础 公理 VI* 知 xne 一 0Vynae 一 0。 由 rey 之 假设 知 noix) 
~0, WK rNa=0, mM vex. 

由 此 定理 之 (i) XI Cantor 与 Burali-Forti 悖 论 中 “全 体 序数 之 集 u^ fg ZF 中 并 不 
存在 ; 因 若 z 为 集 , 则 * 必 为 良 序 集 , 故 * 亦 必 为 序数 ,从 而 wu€ wt 又 Cantor eR “E 
体 集 合 之 集 x” 亦 不 存在 ; 因 若 4 为 集 , 则 应 有 ueu, Russell 悖 论 中 之 x = {xl x Ex} Jr 
非 集 , 因 由 定理 中 之 (i) Al Velega), Mie BX Canto 悖 论 中 "全体 集合 之 集 x ,已 
IE u JF ZF 中 之 集 . 

ZFC 之 七 条 公理 中 , 除 基础 公理 VI 以 外 的 那 六 条 公理 在 集 论 及 整个 数学 的 发 展 中 
都 是 举足轻重 的 . 去 掉 公 理工 虽 不 致使 数学 的 任何 领域 出 现 危 机 ， 但 会 使 集 论 与 数学 的 
发 展 极为 不 便 ; 而 去 掉 其 余 五 条 中 的 任 一 条 都 意味 着 抛弃 了 集 论 与 数学 中 的 某 些 重要 领 
R. 就 基础 公理 而 言 ,情况 略 有 不 同 , 从 ZFC 中 去 掉 它 不 会 使 数学 之 任何 部 门 受到 重大 
影响 ,但 它 对 集 论 基础 的 研究 是 很 关 重要 的 . 


§7. AC 及 CH[GCH] 之 相 容 性 与 独立 性 


ite RBA AIG) 了 中 推 不 出 矛盾 来 , 则 称 了 为 相 容 [无 矛盾 ] 的 ， Bs fH 
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容 能 推 知 加 进 公 理 4 后 之 系统 2 十 4 亦 为 相 容 , 即 X714, BUERAGXUTIÉIIMBE. 6 
ARNA GUT SAMBA, WA 对 于 3 为 独立 . 

K. Göde F 1938 年 文 [20] 中 证 出 , 若 ZF 为 相 容 , 则 ZF 十 AC + GCH JERR 
ZF-'> TAC V IGCH), 故 AC 与 GCH BY ZF 为 相 容 . 虽然 在 数学 中 CH 除 对 集 
论 本 身 外 影响 不 大 ,而 AC 对 整个 数学 的 影响 是 很 深 广 的 ;所 以 ，Gidel 的 结果 至 少 可 以 
使 人 放心 ,因为 AC 与 CH 并 不 比 集 论 中 的 其 它 公理 更 不 可 靠 . WR ZF 十 AC + GCH 
有 了 矛盾 ,那么 这 种 矛盾 必然 出 在 ZF 之 中 . 是否 ZF -> ACV CH UE? 又 过 了 二 十 五 年 之 
久 才 由 P. Cohen 于 1963 年 的 文 [9], [10] 中 证 有 明了 AC 及 TCHR ZF 的 相 容 性 ， 
BD ZF-ZACV CH [更 不 必 说 ZF 一 GCH 了 ], 从 而 AC 及 cH BAF ZF 为 独立 . 

与 证 明 几 和 何 中 平行 公理 的 相 容 性 相似 ,为 证 公理 4 对 于 公理 系 了 之 相 容 性 ,应 造 一 允 
之 模型 在 其 中 4 亦 成 立 。Gidel EH} ZF 之 两 种 模型 : 第 一 种 是 可 构成 集 之 全 域 L, 即 
以 ZF 为 基础 从 空 集 出 发 , 按 ZF 中 之 运算 经 超 限 归 纳 而 得 的 包含 全 部 序数 之 最 小 可 递 
Eus. 第 二 种 是 遗传 序数 可 定义 集 之 全 域 HOD, BUD) ZF 为 基础 考虑 其 中 可 由 以 一 些 
序数 为 参数 之 公式 来 定义 的 集合 ， 此 集 之 元 亦 可 如 此 定义 ， 而 这 些 元 之 元 又 可 如 此 定义 
《遗传 性 )，…， 世 ESEHOD。 这 两 种 可 递 模型 中 之 集 都 可 按 自然 方式 排 成 良 序 , 故 AC 在 
它们 中 都 成 立 ; 事 实 上 , GCH 亦 在 它们 中 成 立 。Cohen 引进 了 造 模 型 的 强 有 力 的 新 方法 - 
JES. KKE MAE Godd WRB AC 及 GCH 都 是 定理 , 为 在 此 基础 上 造 出 
使 AC 及 CH 丝 不 成 立 之 模型 ,必须 在 原 模 型 中 加 入 新 的 集 (例如 不 可 构成 集 , 非 HOD 
集 等 ) 并 要 求 在 扩大 了 的 新 模型 中 ZF 仍然 成 立 , 但 AC 及 CH 篆 不 成 立 ， 有 关 力 迫 法 
的 详情 除 Cohen 的 原著 [91 一 [11] 外 ,可 参阅 T. J. Jech 的 蔬 133] 及 [32]。 概 括 说 来 ,者 
ZF 为 相 容 , 则 

(1) ZF + AC + CH, 

(2) ZF + AC + CH, 

(3) ZF + AC + CH, 

(4) ZF + TAC + CH 
OTA HCI) Godel [20] 的 结果 ;(2) 及 (4) 是 Cohen [99,010] 中 证 出 的 ,Cohen 
对 情况 (3) 未 感 兴趣 ,但 用 他 的 方法 亦 可 同样 地 证 出 (3) 来 (参见 [11] 之 俄 译本 第 201 页 之 
译 者 注 2). 

由 Gödel 的 结果 知 GCH 对 于 ZFC AAA, 特别 2% — Ww, 对 于 ZFC AMA. 而 
Hi Cohen 1964, [9]II, p.109 之 引 理 21 HERI 2% = N, 2% = Ra, 2% = us ees 
2% 一 8, (c, = N) 中 的 任 一 等 式 亦 对 于 ZFC 为 相 容 (在 R. M. Solovay 1963, [71] 1 
中 得 同一 结果 )。 更 值得 注意 的 是 从 [91 的 引 理 21 及 22 GRI71 IM) 知 2% = N, = 2*: 亦 
对 于 ZFC 为 相 容 , 这 就 正面 解决 了 Jlysu 在 1935 年 提出 的 著名 猜想 . 在 H.H.JIysug 
1935, [44189 中 说 到 ,在 数学 文献 中 不 时 有 瞳 示 男 一 种 连续 统 假设 的 可 能 性 , 即 29e — 2*5 
并 声称 他 不 打算 考据 是 谁 最 先 猜想 此 等 式 之 成 立 为 可 能 的 ,而 暂且 称 之 为 ”第 二 连续 统 假 
设 ”; 他 觉得 这 应 和 “第 一 连续 统 假设 “(《 即 CH) 一 样 地 无 矛盾 .由 Solovay 1963,[71 ]IE Al 
如 下 之 更 一 般 的 命题 对 于 ZFC 亦 为 相 容 : 令 mn, Sees 三 zx 为 十 1 个 非 负 整数 ， 
L EARR S n((0xi; xA), W2—K,; (0: A) 同时 成 立 。 当 《一 1, mo 一 
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2 一 2 时 即 为 Jlysua 猜想 . 在 上 述 之 情况 (1) 及 以 下 之 注 记 (i) 中 所 述 的 (3*) 之 情况 
TECH 2% =N < 2", RIE Jlyssa 猜想 不 成 立 . 从 而 Jlysm 猜想 对 于 ZF 公理 
系 为 独立 . | 
注 记 。(i) Cohen 诸 文 中 所 述 之 连续 统 假设 是 指 2% = N, RIA CH. RZ. 3 
Cohen 实际 上 证 出 的 是 在 (2) 一 (4) 中 以 cH, RÉ CH 而 得 之 (24) 一 (4x) 之 相 容 人 性 .已 
SIZE ZF 中 CH, 一 CH， 而 在 ZFC 中 CH -> CH, (cp.[70]376). Æ ZFC ACH, 
< 一 CH， 改 在 (1),(2) 中 用 CH 或 CH, 都 是 一 样 的 .又 因 在 ZF 中 CH, — CH, ikh 
(3*) 之 相 容 推 知 (3) 之 相 容 。 现 证 (4) 之 相 容 性 ( 据 [11] 之 俄 译 者 A. C. Eceum-Borenug 
所 加 之 “补充 D"). 在 Cohen 1966,[11],138 中 证 明了 存在 ZF 之 一 模型 入, 其 中 全 体 
实数 之 集 c 有 一 无 限 子 集 4.4 为 D- 有 限 (cp. 本 文 $9(2) 前 之 定义 )， 易 见 在 c 中 有 
与 4 不 相交 之 可 数 子 集 a. 显然 cCaUdSEc， 从 而 & «2| |e] =X = 2%, 
因 4 为 D- 有 限 之 无 限 集 , WO S —W&--ld. RA AFH T+T, KF 
8, + Ci =, 则 必 有 0,5; dis O25 dz; LA Te LA m la] = N, EA zm EA qm Idi s af 
d, — afd: a (aUdi) N Ca, Uda) = 0; 及 Ca Ud) U CasU d) 5 alld [8] C1- 1) BR BF 
f。 因 4 为 D- 有 限 , 故 存在 三 个 有 限 集 mCd, mCd,, mCd; FRA (di ~ m)U(CA— 
m) Bd mjgBZ(1-1)HR AN. 显然 4d; mi 为 无 限 集 , 故 不 用 AC 可 知 有 md ~ 
Ms Ims] = CAF 从 而 (d, U (ad, ~ (m,Um;))| = ld ~ ml. 由 FA Ed |d] NA dc 
d,, FA x ld ~ m|; Mitt ld, U Cd: ~ Cm, Um)| = CAF 合 显然 之 事实 d, ~ (miU 
m) ~ 0 Ul d,UCd, = Cm: U m3)) 与 其 真子 集 di(1-1) 对 应 ， 故 d, U (d, Py (m;U m;)) 
IEA D- 有 限 , 它 必 有 可 数 子 集 , 从 而 d 或 4 有 可 数 子 集 , 此 与 di E d 895 D- 有 限 
矛盾 ! MAS + |4| <T. KEE W< N + |d| < 2", BI CH Hur. 
Gi) 与 连续 统 有 关 之 另 一 名 题 是 M. Cycom 于 1920 年 在 [74] 中 提出 的 , 这 与 前 述 

诸 名 题 同 属 集 论 中 为 数 无 多 的 难题 之 列 . © (5, —) 为 线性 有 序 集 . 若 (<) 无 最 大 
及 最 小 元 , 则 称 其 无 端点 , 若 (Wa E :)(V5 € s)(a 二 5 一 (3c)(a < c < 0), WH Gs, <) 
无 跳跃 . E (G<) 之 非 空子 集 * ALAN, 亦 必 有 上 确 界 , 则 称 其 无 空隙 . “Cycom 
问题 ”是 :“ 令 (s, 一 ) ARRRER 〈 即 连续 )、 无 端点 ， 其 非 空 不 相交 开间 所 成 之 任 
何 集 至 多 为 可 数 , 此 时 它 与 实数 连续 统 有 相同 之 序 型 ( 即 相似 ) 吗 ? ”这 种 (s, 一 ) 与 连续 
统 相 似 之 猜想 称 为 “Cycm 假设 〈 简 记 为 SH). 4s 为 连续 统 ， 一 为 实数 之 自然 次 序 
时 ,无 踊跃 即 为 稠 ,无 空 队 即 为 完备 ， 不 相交 开间 之 集 至 多 为 可 数 即 为 可 分 性 . 由 经 典 的 
Cantor 定理 知 尖 线性 有 序 集 〈*， 到 ) 无 端点 , 稠 ,完备 且 可 分 ( 即 存 在 可 数 集 scs, sth 
任何 开间 必 会 有 s 之 元 ) 时 必 相 似 于 连续 统 《[70] XI, 10)。 当 将 定理 之 “可 分 ? 改 为 SH 
中 要 求 的 互 不 相交 之 开间 至 多 有 可 数 个 "时 ，, 情况 就 大 不 相同 了 . S- Tennenbaum 1968, 
[80] 与 T. J. Jech 1967,[30] 中 得 到 如 下 结果 : XP ZF 为 相 容 , 则 

(S-1) ZFC + GCH + “SH, 

(S-2) ZFC + 1CH + SH 
J BATA. R. B. Jensen 1968, [36]; 1972, [37] 中 证 出 , 当 ZF 为 相 容 时 ， 

(S-3) ZFC + GCH + SH 
亦 为 相 容 . R. M. Solovay, & S. Tennenbaum 1971,[73] 中 证 出 ,车 ZF AWHA, MI 
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(S-4) ZFC + TICH + SH 

PATE. | | 

Gi) 是 否 ZFC 之 七 条 公理 中 的 任 一 条 都 对 于 其 余 六 条 相 容 和 独立 呢 ? .实际 上 ， 
Gödel 在 证 明 AC 之 相 容 性 时 已 同时 证 出 了 基础 公理 对 于 其 余 六 条 公理 之 相 容 性 ; 本 质 
上 他 已 证 出 了 更 强 的 结果 , 即 当 公理 I 一 V 相 容 时 ZFC 亦 相 容 , 亦 即 公理 VI 一 VH 对 于 
I—V 为 相 容 (J. C. Shepherdson 19511, 164—165; L. Rieger 195759). edb, 可 证 基 
HAH VI 对 于 其 余 六 条 公理 为 独立 ; 不 仅 此 ， 从 其 余 六 条 公理 甚至 证 不 出 Vx(x Ex) 
来 ;有 关 这 些 结 果 的 最 漂亮 的 证 明 见 [55]. 但 公理 I 一 V 中 任何 一 条 对 于 ZFC 中 其 余 六 
条 公理 和 的 相 容 性 是 不 可 证 明 的 。 因 若 令 4 表 此 四 条 公理 之 一 , 则 在 ZFC 中 可 证 ZFC 一 
A (BUM ZFC 中 去 掉 A) 为 相 容 (A. A. Fraenkel et al. 1973, [19]102, 327—329). 
若 从 ZFC 一 A 为 相 容 能 证 出 ZFC 相 容 , 则 由 ZFC 可 证 其 自身 为 相 容 .但 由 Göde 的 
“ 相 容 性 证 明定 理 ”( 一 称 “ 第 二 不 完全 性 定理 ”) 知 此 为 不 可 能 .. 可 是 一 4 对 于 ZFC 一 4 
之 相 容 性 ( 即 (ZFC — 4)->4) 是 可 以 证 明 的 . 因 若 由 ZFC 一 4 可 证 出 4， 则 出 
ZFC — A 为 相 容 可 证 出 ZFC HMA. BEA ZFC 可 证 出 ZFC — A HBA, Mi 
由 ZFC 一 4 可 证 出 其 自身 为 相 容 ,这 又 不 合 于 Godd 的 相 容 性 证 明定 理 . 故 当 ZFC— 
A 相 容 时 证 不 出 4, 即 14 对 于 ZFC 一 4 为 相 容 。 关于 外 延性 公理 1 对 于 ZFC 中 其 余 
六 条 公理 之 相 容 性 和 独立 性 问题 ,已 知 有 如 下 结果 . 若 ZFC HMA, WIT I 一 VII 为 
独立 《A. Robinson 193959); 由 I 一 V 可 证 出 I 一 V 之 相 容 性 , 故 由 同上 之 理由 知 LO 
于 I 一 V 之 相 容 性 不 可 证 明 (D. Scott 1962!, 130), ZF 集 论 本 身 之 相 容 性 迄 令 未 获 
证 明 , 尽 管 大 多 数 人 相信 这 一 点 . 

有 关 $$4 一 7 之 内 容 ， 特 别 是 公理 集 论 之 系统 讨论 , 可 参看 A. A. Fraenkel etal. 
1973"; A. Levy 1979) 这 两 本 书 . 


$8. 没有 AC 的 数学 


如 果 称 ZF 十 WAC 为 " 非 标准 集 论 ”, 则 在 此 基础 上 的 数学 可 称 为 非 标 准 数学 . 在 
$3 中 列举 了 在 其 证 明 中 用 到 AC 的 许多 熟知 命题 , 本 节 将 说 明 ， 在 非 标准 数学 中 这 些 命 
ERAR. 在 ZF 中 存在 各 种 模型 使 $3 中 各 命题 不 成 立 。 为 便于 对 照 起 见 , 与 $3 中 
对 应 之 命题 用 同一 编号 . 

(1) 全 体 实数 之 集 为 可 数 个 可 数 集 之 并 集 (S. Feferman & A. Levy 196397), 

定义 .。 若 集 z 不 与 其 真子 集 (1-1) 对 应 , 则 称 * 为 Dedekind ARN (D—HIB) 集 . T 
A ARENS D- 有 限 ， 又 在 ZF 中 易 证 ,xz 为 D- 有 限 当 且 仅 当 * 无 可 数 子 集 . 

(2) 存在 实数 之 无 限 集 , 它 没 有 可 数 子 集 ( 在 Cohen. 之 基本 模型 中 即 有 这 种 D- 有 限 
HS MAEMRE, cp. Te J. Jech??, 142—144). 

(3) 当 全 体 实数 之 集 为 可 数 个 可 数 集 之 并 时 (例如 在 使 (1) 成 立 之 模型 中 )，w 为 可 
数 序数 之 可 数列 的 极限 Cep. [32],148). 

(4) 存在 一 线性 空间 ， 它 没有 基 (H. Liuchli 1963, T. J. Jech & A. Sochor 
19666"), 
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(5) 存在 一 线性 空间 , 它 有 两 个 基数 不 同 之 基 (loe dt). 

(6) 存在 一 个 域 , 它 没有 代数 闭 包 (CH. Lauchli 19634", D. Pincus 1972531). 

因 $3 之 (7),(8) 等 价 , 故 以 下 之 (7),(8) 亦 然 ， 

(7) 存在 一 Bool 代数 , 它 没有 素 理想 [ 超 滤 子 ] (A. R. D. Mathias 196747), 

(8) 存在 一 Bool 代数 , 它 不 与 任何 集合 代数 同 构 ， 

(9) Hahn-Banach 延 拓 定理 不 成 立 (R. M. Solovay 1970"); D. Pincus 19725"), 

(10) 存在 Boole 代数 B, 在 B 上 不 能 定义 非 负 , 归 一 化 ,有 限 可 加 测度 . 《由 $3 之 对 
应 命题 知 此 处 之 (9) 与 (10) 等 价 .) 

(11) Kpeim-Munswan 定理 不 成 立 (D. Pincus 1972), 

(12) XBR R 作为 可 分 距离 空间 有 一 子 空 间 不 可 分 Cw. Sierpiński 1918/58. M. 
Jaegermann 1965); T. J. Jech 1968P9; 由 (2) 知 D- 有 限 实数 无 限 集 即 为 一 例 ). 

(13) Ypsicon 引 理 不 成 立 (H.Läuchli 19634", T. J. Jech & A. Sochor 196659), 

(14) Borel 集 之 超 限 分 类 序列 《B10 « E — w,》 非 为 严格 单 增 ( 此 由 (1) 可 立 见 ). 

(15) Lebesgue 测度 非 为 可 数 可 加 (由 (1) 立 见 ). 

(16) 每 个 实数 集 丝 为 Lebesgue HJA] CR. M. Solovay 1965, 1970, [72]). 

(17) 每 个 实数 集 骨 有 Baire 性 质 (loc. cit.). 

(18) 若 实 变 元 有 限 实 函数 为 可 加 , 则 亦 必 为 连续 (loc. cit.). 

注 记 。 使 (16) 一 (18) 成 立 之 Solovay 模型 中 相关 选择 原理 DC (从 而 AC.) 成 立 ， 
WM Lebesgue 测度 论 与 描述 性 集 论 之 全 部 基本 结果 都 能 证 出 来 , 并且 不 存在 诸如 Lebesgue 
AY WME, RES Baire 性 质 之 集 , 可 加 而 不 连续 之 实 变 元 实 冰 数 等 引起 不 便 的 现象 .所 以 ， 
对 分 析 工 作者 说 来 ，Solovay 异型 之 全 域 是 很 有 趣 的 . 

(19) 存在 实数 集 4 及 实数 ath, a 之 任何 邻 域 中 恒 有 4 之 点 [Bl a€ ACA 之 闭 
包 ) ,但 4 中 无 任何 点 列 xn > a ( 取 (2) 中 之 D- 有 限 的 实数 无 限 集 S, ASHRAM 
点 ,此 时 易 见 Ss 为 可 数 集 , 此 与 $ 为 D-RE XF S UARA a WASS 
^ {a} 即 合 所 求 ). 

(20) 存在 婚 不 有 客 又 不 闭 之 实数 集 ,了 中 每 一 点 列 必 有 收 合子 列 ((19) 中 之 4 仅 
可 能 有 有 限 个 孤立 点 ,去 掉 它 们 后 所 得 之 集 4， 仍 为 D- 有 限 . 开间 CinfA,,sup4,) 之 端 
ADEA 4 之 聚 点 ， 用 同 胚 变 换 将 此 开间 变 为 (一 0。， 十 0), 则 4, 在 此 同 胚 下 之 象 
TRIGA). 

(21) 存在 F;:R — R, x; € R, f@) 在 点 x 处 为 《HC) 但 非 (CC》( 取 (19) 中 之 4 
并 以 其 中 之 < 为 x. EM f(x) 为 集 4 之 特征 函数 , 因 fr) = 0, KE x = x9 处 f(x) 
非 为 《CC). 但 车 s, x, WA D- 有 限 集 , 且 m HAZRA, zf As 故 必 3N> 
0, M 2 >N WH x,€ 4, BI flr.) — fap. cp. M. Jaegermann 196507), 


有 关 本 节 题 材 的 更 详细 的 讨论 可 参看 T. J. Jech 1973, Chap. 10. 
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